
STAT0041: Stochastic Calculus

Lecture 7 - Properties of Brownian Motion

Lecturer: Weichen Zhao Fall 2025

Key concepts:

• 布朗运动的鞅性；

• 布朗运动的轨道性质。

7.1 鞅性

考虑布朗运动(Bt)t≥0的自然σ代数流

Ft ≜ σ({Bs : 0 ≤ s ≤ t}).

Proposition 7.1 设(Bt)为一个一维标准布朗运动，则下面随机过程为Ft-鞅

(1) Bt;

(2) B2
t − t;

(3) exp(λBt − 1
2
λ2t), ∀ λ ∈ R.

Proof:

(1) 适应性由布朗运动定义可知，由于Bt ∼ N(0, t)，所以Bt是可积的，下面证明鞅性：

E[Bt+s|Ft] = E[Bt + (Bt+s −Bt)|Ft]

= E[Bt|Ft] + E[Bt+s −Bt|Ft]

= Bt + E[Bt+s −Bt]

= Bt.
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故Bt为一个鞅；

(2) 由于Bt ∼ N(0, t), 那么

E[B2
t ] = V ar(Bt) + (E[Bt])

2 = t+ 0 = t.

即B2
t − t是可积的，下证鞅性：

E[B2
t+s − (t+ s)|Ft]

= E[(Bt + (Bt+s −Bt))
2 − (t+ s)|Ft]

= E[B2
t + 2Bt(Bt+s −Bt) + (Bt+s −Bt)

2 − (t+ s)|Ft]

= E[B2
t |Ft] + E[2Bt(Bt+s −Bt)|Ft] + E[(Bt+s −Bt)

2|Ft]− (t+ s)

= B2
t + 2BtE[(Bt+s −Bt)|Ft] + s− t− s

= B2
t − t.

故B2
t − t为一个鞅；

(3) 设 X 是一个随机变量，它的矩母函数(Moment Generating Function, MGF)定义为：

MX(t) ≜ E[etX ] =
∫ ∞

−∞
etxfX(x)dx

对于一维标准布朗运动 Bt ∼ N(0, t)，其矩母函数为

MBt(λ) = E[eλBt ] =

∫ ∞

−∞
eλx

1√
2πt

e−
x2

2t dx =
1√
2πt

∫ ∞

−∞
eλx−

x2

2t dx

由于

λx− x2

2t
= − 1

2t

(
x2 − 2tλx+ λ2t

)
+

λ2t

2
= − 1

2t
(x− λt)2 +

λ2t

2

所以

MBt(λ) = e
λ2t
2 · 1√

2πt

∫ ∞

−∞
e−

(x−λt)2

2t dx = e
λ2t
2
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所以 exp(λBt − 1
2
λ2t) 的期望存在，下证鞅性：

E[eλBt+s−λ2

2
(t+s)|Ft]

= E[eλ(Bt+(Bt+s−Bt)−λ2

2
(t+s)|Ft]

= E[eλBt−λ2

2
teλ(Bt+s−Bt)−λ2

2
s|Ft]

= eλBt−λ2

2
tE[eλ(Bt+s−Bt)−λ2

2
s|Ft]

= eλBt−λ2

2
tE[eλ(Bt+s−Bt)e−

λ2

2
s]

= eλBt−λ2

2
tE[eλWs ]e−

λ2

2
s 其中令 Ws ∼ N(0, s)

= eλBt−λ2

2
t.

故 exp(λBt − 1
2
λ2t) 为一个鞅

注. 我们称 exp(λBt − 1
2
λ2t) 为布朗运动的指数鞅。

7.2 样本轨道性质

随机过程可以看成是一个随机函数t 7→ B(t, ω)，即它的样本轨道。这些随机函数的性质即

是随机过程的样本轨道性质。

由布朗运动的定义我们知道它的轨道是几乎处处连续的，但却是几乎处处不可微的。

Theorem 7.2 布朗运动的几乎所有样本轨道是处处不可微的。

Proof: 由于布朗运动是平移不变的，所以我们只需要考虑时间区间[0, 1]，另一方面，由

于每一维是独立的，我们不妨只考虑一维的情形。

可微函数的一个结论：若 f : [0, 1] → R 在 x ∈ [0, 1] 可微，那么存在 C > 0，δ > 0，使得

对于 s ∈ [x− δ, x+ δ]，满足

|f(x)− f(s)|≤ C|x− s|.
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考虑事件：

A ≜ {ω ∈ Ω | ∃ t ∈ [0, 1] s.t. B(t, ω) 在 t 处可微}.

对任意给定 ω0 ∈ A，存在C(ω0) > 0，δ(ω0) > 0，对于s ∈ [t− δ, t+ δ]，有

|B(t, ω0)−B(s, ω0)|≤ C(ω0)|t− s|.

对上述 δ(ω0)，取 n0 ∈ N 满足 4
n0

< δ(ω0)，再令 k0 ∈ N 使得 k0−1
n0

≤ t ≤ k0
n0
，那么对

i = k0 − 1, k0, k0 + 1, k0 + 2，

| i
n0

− t|< δ(ω0)

于是

|B(
i+ 1

n0

, ω0)−B(
i

n0

, ω0)|

≤|B(
i+ 1

n0

, ω0)−B(t, ω0)|+|B(
i

n0

, ω0)−B(t, ω0)|

≤C(ω0)|
i

n0

− t|+C(ω0)|
i+ 1

n0

− t|≤ 2C(ω0)
4

n0

=
8C(ω0)

n0

定义

M(k,n)(ω) ≜ max{|B(
k

n
, ω)−B(

k − 1

n
, ω)|, |B(

k + 1

n
, ω)−B(

k

n
, ω)|, |B(

k + 1

n
, ω)−B(

k + 1

n
, ω)|}.

Mn(ω) ≜ min{M(1,n)(ω), . . . ,M(n,n)(ω)}.

那么 M(k0,n0)(ω0) ≤ 8C(ω0)
n0
，按照定义也有 Mn0 (ω0) ≤ 8C(ω0)

n0
。

对任意n ≥ n0，可以类似找到 k ∈ N，使得对任意给定 ω0 ∈ A

Mn (ω0) ≤
8C(ω0)

n

记事件

A(m)
n ≜ {ω ∈ Ω|Mn (ω) ≤

8m

n
}, m ∈ N+

由于对任意给定 ω0 ∈ A，可以找到正整数 m(ω0) ≥ C(ω0)，那么

A ⊂
∞⋃

m=1

{ω ∈ Ω : ∃n0,∀n ⩾ n0, ω ∈ A(m)
n } =

∞⋃
m=1

∞⋃
n0=1

∞⋂
n=n0

A(m)
n

≜
∞⋃

m=1

lim inf
n

A(m)
n .
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想要证明P (A) = 0，只需证明 P (lim inf
n

A
(m)
n ) = 0

由于 B( k
n
, ω)−B(k−1

n
, ω), B(k+1

n
, ω)−B( k

n
, ω), B(k+2

n
, ω)−B(k+1

n
, ω) = 1√

n
B1 ∼ N(0, 1

n
) 相

互独立，所以

P ({M(k,n)(ω) ≤
8m

n
}) =

(
P ({|B1|≤

8m√
n
})
)3

≤ (
16m√

n
)
3

那么

P (A(m)
n ) = P ({Mn ≤ 8m

n
}) ≤ nP

(
{M(k,n) ≤

8m

n
}
)

≤ n(
16m√

n
)3 =

163m3

√
n

由Fatou引理

P (lim inf
n

A(m)
n ) ≤ lim inf

n
P (A(m)

n ) ≤ lim
n

P (A(m)
n ) ≤ lim

n

163m3

√
n

= 0

那么P (A) = 0，这即是一维布朗运动样本轨道在[0, 1]几乎处处不可微。

我们接下来研究布朗运动轨道的变差，这是定义随机积分的关键。

Definition 7.3 (变差) 连续函数 f : [0, t] → R 的 p 次变差 (Variation) 定义为

V
(p)
f (t) ≜ sup

k∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|p ,

其中上确界是对于所有 k ∈ N 及划分 0 = t0 ⩽ t1 ⩽ · · · ⩽ tk−1 ⩽ tk = t 取。

注. R中有界闭集上的连续函数有以下关系：

连续可微 ⊂ Lipschitz连续 ⊂ 绝对连续 ⊂ 连续+有界变差 ⊂ (几乎处处)可微

Corollary 7.4 由于布朗运动是几乎处处不可微，且连续的，所以它不是有界变差的。

虽然布朗运动一阶变差无界，但它的二次变差在 L2 意义下为 t.
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Theorem 7.5 设(Bt)为一维标准布朗运动，且

∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = T

为区间[0, T ]的划分, 定义

δ ≜ sup
1⩽i⩽n

{ti − ti−1}

那么当 δ → 0时，

E

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 − T

∣∣∣∣∣
2

→ 0.

Proof: 注意到 ∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 − T

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 −∆ti

)∣∣∣∣∣
2

.

其中∆ti ≜ ti+1 − ti，对等式两边同时取期望，RHS为

E

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

(∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 −∆ti

)∣∣∣∣∣
2

=E

[
n−1∑
i=0

(∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 −∆ti

)2
]
+ 2E

[∑
i<j

(∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 −∆ti

)(∣∣Btj+1
−Btj

∣∣2 −∆tj

)]
≜I1 + I2

首先计算I1, 事实上

I1 =
n−1∑
i=0

E
[(∣∣Bti+1

−Bti

∣∣2 −∆ti

)2
]

=
n−1∑
i=0

E
[(
Bti+1

−Bti

)4
+ (∆ti)

2 − 2∆ti
(
Bti+1

−Bti

)2]
=

n−1∑
i=0

[
E
[(
Bti+1

−Bti

)4]
+ (∆ti)

2 − 2∆tiE
[(
Bti+1

−Bti

)2]]
.

由于高斯分布X ∼ N(µ, σ2)的矩母函数为

MX(λ) = E[eλX ] = eµλ+
1
2
σ2λ2
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对于Bti+1
−Bti ∼ N(0,∆ti)，矩母函数为 e

1
2
∆tiλ

2
, 在λ = 0处展开到 4 阶可得

E
[(
Bti+1

−Bti

)4]
= 3 (∆ti)

2 .

因此

I1 = 2
n−1∑
i=0

(∆ti)
2 ≤ 2δT.

其次计算I2, 我们有

I2 = 2
∑
i<j

E
[(∣∣Bti+1

−Bti

∣∣2 −∆ti

)(∣∣Btj+1
−Btj

∣∣2 −∆tj

)]
= 2

∑
i<j

E
[
E
[(∣∣Bti+1

−Bti

∣∣2 −∆ti

)(∣∣Btj+1
−Btj

∣∣2 −∆tj

)
|Ftj

]]
= 2

∑
i<j

E
[(∣∣Bti+1

−Bti

∣∣2 −∆ti

)
E
[(∣∣Btj+1

−Btj

∣∣2 −∆tj

)
|Ftj

]]
由布朗运动的的独立增量性及 Gauss 性，我们有

E
[(∣∣Btj+1

−Btj

∣∣2 −∆tj

)
|Ftj

]
= 0.

所以I2 = 0, 因此

lim
δ→0

[
n−1∑
i=0

∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 − T

]2

= lim
δ→0

(I1 + I2) = 0.

注. 结论在 almost surely收敛意义下仍然成立，证明参考：Mörters Peter, and Yuval Peres.

Brownian motion. Vol. 30. Cambridge University Press, 2010. Theorem 1.35.


